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基金投资计划的数学建模及解的性质
`

吴 红
,

王远世
(中山大学数学与计算科学学院

,

广东 广州 51 02 75 )

摘 要 : 按照最优化原则
,

对基金投资计划问题进行了分析和处理
,

建立了通用的数学模型
,

对只存款不购国

库券及可存款也可购国库券两种情形进行数学建模
,

探讨了模型所反映的数据规律
,

证明两种情形分别存在重

要的周期性质
。
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1 问题的引人

最佳投资方案数学建模的研究正 日益引起数学

工作者的关注
,

见文【1 一 4 ]
。

考虑 2X() 1 年文 「2 ]

提出的模型
:
某校基金会的 M 元基金

,

计划在
n

年内将其投资
,

每年用部分本息发放数额大致相同

的奖金
,

第
n
年年末仍保留原基金数额

。

投资方式

为存人银行或购买国库券
,

要求根据现有银行存款

及国库券利率
,

分二种情况设计基金使用方案
,

使

得每年的奖金尽量多
: ①只存款不购买国库券 ; ②

可存款也可购买国库券 (表 1 )
。

表 1 2 X() 1 年人民币银行存款税后年利率

及国库券年利率

T ab
.

1

项目 活期 半年期一年期二年期三年期五年期

银行存款税

后年利率 / %

国库券

年利率 / %

为活期存款税后年利率
, r 。

为半年定期存款税后

年利率
,

A 为每年的奖金额
, r `

为 i 年定期的存款

税后年利率
,

R 、
为 i 年期国库券的年利率 ( i > 0)

。

2
.

1 只存款不购国库券的模型

记 xk `
为第 k 个 5 年中

,

首年年初存款 i 年定期

的金额
,

从 为第 k 个 5年首年的可用金额
,

k
,

i 均为

非负的整数
。

由 对
;
的定义可知 M : = M

。

设
n 二 s k + N

,

l 毛 刃 〔 5
,

k ) o ( 无
、

N 均为整

数 )
。

由利息损失最小原则
,

对前 k 个 5 年
,

在第 i 个

5年 ( 0 < i < k + l) 的年初存一年定期 ix l ,

存二年

定期 ix Z ,

存三年定期 ix 3
,

存五年定期 ix s ,

1 毛 i `

k
。

其中一年期本息发第一年奖金 ; 二年期本息发

第二年奖金 ; 三年期本息发第三年奖金
,

余额存一

年定期
,

本息发第四年奖金 ; 五年期本息发第五年

奖金
,

余额转为下一个五年的可用资金
。

故由前 k

个 5 年可得 s k 个方程
0

.
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2 主要结论及证明

这是一个在一定约束条件下求最优化的问题
,

可化为多阶段配置的线性规划问题
,

见文 〔3 一 5 ]
。

由于每年都要发放奖金
,

故须以每年为阶段进行逐

阶段处理
。

从
n
年整体来看

,

因第
n
年年末仍保

留原基金数额
,

故每年奖金可看作出自基金在
n

年的利息
。

由最优化原则
, “

使每年的奖金尽量多
”

等价于
“

使基金每年的利息损失尽量少
” ,

后者即

为解决该问题的出发点
。

记
: M 为基金总额

, : _ ,

其中
,

1 落

若 N

x i一 + x 、 2 + x i 3 + x 巧 =
从

x `1 ( 1 + r l
)

+ A

x 2̀ ( 1 + 2 r 2 )
= A ( l )

[
x 13

( 1 + 3 : 3
)
一 注 ] ( 1 + r l

) + 滩

x `5 ( l + 5几 ) 一 A 二
M

`十 .

i 簇 k
。

对最后 N 年
,

分别作如下处理
:

二 1
,

一年期本息发第 k + 1个 5年首年奖

金及归还本金 M
,

即

x 、 + l
,

: = x 、 十 1
,

3 = x * 十 :
,

5 = 0
, x * 十 一, , =

风
+ , ,

x 、 + 1
,

l
( l + r l

)
一 A 二 材

。

若 N = 2
,

一年期本息发第 左十 1个 5年首年奖

金
,

二年期本息发第 无十 l 个 5年次年奖金及归还本

金 M
,

即
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x、 + l
,

3 = x * + , , 5 = 0
, x * + ,

,

l + x * + l
,

2 = 从
十 1 ,

x * 十 ,
,

1
( l + r ,

)
== A

, x * + ,
,

2 ( 1 + 2 r 2 ) 一 A = M

若 N = 3
,

一
、

二年期本息发第 k 十 1个 5 年首

年
、

次年奖金
,

三年期本息发第 k + 1个
一

5 年第三年

奖金及归还本金 M
,

即

x 、 + l
,

5 = 0
, x * 十 1

,

, + x * + l
,

2 + x * 十 ,
,

3 =

从
+ l ,

x 、 , 1
,

,
( l + r ,

)
二 A

, x * 十 ,
.

2
( l + r Z

)
= A

,

x 、 + 1
,

3
( l + : 3 ) 一 A = 材

若 N 二 4
,

一
、

二年期本息发第 k 十 l 个 5 年首

年
、

次年奖金
,

三年期本息发第 k 十 1个 5 年第三年

奖金
,

余额存一年定期
,

发第 k + 1个 5 年第四年奖

金及归还本金 M
,

即

x * + ,
,

5 = 0
, x * , l

,

; + x 、 十 1
,

2 + x * + 1
,

3 =

风
十 , ,

x * + ,
,

1
( l + r ,

)
= A

, x 、 * ,
,

2
( l + r Z

)
= A

,

[
x * + ;

,

3
( l + r 3

)
一 注」( ( 1 + r l

)
一 注 = 对

若 刀 = 5
,

令 从
+ : = M

,

由第 k + 1个 5 年可

得到 5 个方程
。

综上所述
,

总共得到 5 ( k + l) 个方程
。

由于所有

变元即

! ( x ` , , x `2 }
,

: `3 , : 汤
,

峡
; ,“ 二 * + ,、 u } , { 、 {、 :

故变元个数为 5 ( k + l ) 个
。

因此
,

有 5 ( k + 1 ) 个变

元
,

5( k + l) 个方程
,

易见所有变元均可由 A 线性表

出
,

故由代人消元法可将该线性方程组化为一个关

于 A 的线性方程
。

再由最高奖金额的存在性及有界

性
,

知该线性方程不可能无解
,

也不可能有无穷多

个解
,

故必存在唯一解
,

从而原线性方程组存在唯

一解
,

所求解即为最佳存款方案
。

定理 1 对只存款不购买国库券的情形
,

若
n

二
k5

,

k 为正整数
,

k > 1
,

则最佳投资方案呈周期

性
,

周期为 5 年
。

证明 因方程组 ( l) 必存在惟一解
,

令 iM
=

对
,

l 姜 i 感 无 + 1
,

即可使第 i 个 5年得到的 5个方

程等价于
n 二 5时的方程组

,

而
n 二 5时的方程组存

在惟一解
,

定理证毕
。

之
.

2 俞存款也可购国库券的模型

记
二 k` 为第 k 个 6年中

,

首年年初存款 i 年定期

的金额 ;
瓜 为第 k个 6 年中

,

首年购买 i 年期国库券

的金额 ;
从 为第 k 个 6 年首年的可用金额

。

设

6无
,

由利息损失最小原则
,

有

x `一 + x `2 + x 3̀ + : `s = 风
: `1

( 1 + r l
) + A

x `2 ( l + 2 r 2 ) + A

x 。 ( 1 + 3 r 3 ) + A

一 “ · , r 3
,
(
` ·

告
0r

)(
1 +

告
; 一 ;

n 二

( 2 )
1
.... J二

A一 A

`

、恤...,尹一

( 1 + : 1
)
二 A

X 5̀
(卜 5 r s

)
(卜告

0r

)(卜合
一 1

iM
十 -

其中
,

1 ` j ` 无
。

易见 ( 2) 存在惟一解
,

所求解

即为最佳存款方案
。

定理 2 对可存款也可购买国库券的情形
,

若
n 二 6 k

,

无为正整数
,

k > )
,

则最佳投资方案呈周期

性
,

周期为 6 年
.
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